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Résumé :

Cette note propose une synthése de quelques travaux consacrés a 1’étude de 1’introduction dinfluences
sociales dans le modele de décision individuelle le plus simple possible : le modéle de choix binaire.
Pour explorer cette question, une approche computationnelle (ACE : Agent based Computational
Economics) vient compléter les résultats analytiques. La note souligne de quelle maniére la
connaissance de certaines propriétés génériques de la mécanique statistique et de 1’étude des systémes
complexes peut améliorer notre perception des mécanismes de choix dans de nombreuses situations ou
les décisions individuelles sont interdépendantes. Plus spécifiquement, la note présente les propriétés
génériques d’un systéme composé d’un ensemble d’agents dont les choix sont influencés par ceux de
leurs « voisins » dans une structure résiliaire. Elle propose ensuite une interprétation de ces choix
individuels en termes de «jeux de population » (Phan, Waldeck, 2005). La caractérisation des
équilibres du systéme et des dynamiques transitoires que 1’on peut y associer est éclairée par la
référence a des phénomeénes classiques de la physique des systémes désordonnés tels que: transitions
de phase, avalanches, hystérésis (Phan et al, 2003, 2004). On insistera en particulier sur la coexistence
de deux équilibres stables du systéme, lorsque les effets d’influence sociale sont particuliérement forts
et que les déterminants indépendants de 1’influence sociale traduisent une faible attractivité pour 1’un
des choix. Cette propriété, illustré dans le cas simple (mais dégénéré) d’une distribution uniforme
(Gordon et al, 2005) caractérise ce type de systéme de maniére trés générale pour de nombreuses
distributions statistiques monomodales (Nadal et al, 2005). Les conséquences économiques des
propriétés d’un tel systéme sont illustrées dans le cas d’achats répétés par des agents aux préférences
hétérogenes sur un marché monopolistique. On montre en particulier qu’il existe deux régimes de
profit optimal a long terme pour le vendeur relativement a I’intensité de I’influence sociale. Ces
régimes sont séparés par une « transition de phase ». L’un d’eux est caractérisé par des prix élevés et
un petit nombre de clients et I’autre par des prix bas et un grand nombre de clients.

Mots clef: Agent-based Computational Economics, avalanches, choix discrets, hystérésis, influence sociale, marchés,

réseaux sociaux, systéme complexe adaptatifs, transitions de phase.
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Depuis le début des années quatre-vingt-dix, les modéles de choix individuels qui intégrent 1’effet
des interdépendances sociales selon une formalisation inspirée de la mécanique statistique
connaissent un développant croissant. On peut trouver, parmi d’autres, des revues de cette littérature
dans deux chapitres de I’ouvrage du Santa Fe Institute consacré a 1’économie considérée comme un
systeme complexe évolutif (Arthur et al, 1997). Ceux-ci sont rédigés respectivement par Durlauf
(1997) et loannides (1997), pionniers en la mati¢re. Des éléments complémentaires sont également
proposés dans le méme ouvrage par Kirman (1997a). Phan, et al. (2003a) proposent également une
synthése sur ces modeles d’influence sociale, complétée par une discussion des risques et des
opportunités liés a la transposition des modeles de la physique statistique a 1’économie (sur cette

derniére question, cf. également Durlauf, 1999).

Cet article présente certains effets de 1’introduction d‘externalitiés localisées dans des structures
d’interaction sur les propriétés locales ou globales du modele de marché le plus simple : le modele
de choix discret (Anderson et al., 1992) avec produit homogene et vendeur unique (monopole de
Cournot). En présence d’influences sociales localisées qui viennent affecter les choix des agents, le
marché correspondant peut étre vu, suivant Kirman (1997a, 1997b, 1998, 2003), comme un systeme
complexe interactif reposant sur un réseau de communication. Les résultats présentés ici s’appuient
principalement sur Phan, Pajot, Nadal (2003b), mais les caractéristiques générales de ce modele sont
¢galement discutées dans Nadal ez al. (2003), Phan et al. (2003a) et Vanneminus ef al. (2003). Une
approche computationnelle basée sur les agents (ACE - cf. par exemple Tesfatsion, 1997, 2001,
2002) nous permet d’explorer la trajectoire des équilibres de marché a prix donnés et les dynamiques
transitoires entre ces positions d’équilibres (comme les avalanches). Le recours aux formalismes
génériques de la dynamique des systemes complexes adaptatifs nous permettra de souligner I’intérét
d’une telle approche pour la compréhension des marchés. Plus précisément, nous développons
certaines analogies entre les dynamiques de marché ainsi simulées et les phénomenes classiques
étudiés par la physique des systémes désordonnés : tranmsition de phase, rupture de symétrie et
avalanches (Anderson, Stein, 1983 ; Galam, 2003).
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1. Les choix individuels dans leur contexte social.

1.1. Du coté des agents : hétérogénéité idiosyncrasique et interactive.

Dans notre modéele, on considére une population de N agents (un ensemble d’agent Iy). Chaque
agent 1 € Iy fait face de manicre répétée a un choix binaire tel que : acheter (®w; = 1) ou ne pas
acheter (o, = 0) une unité d’un bien donné, participer ou pas a une activité collective, et plus
généralement choisir entre les deux branches d’une alternative. Pour rester général, nous
considérerons que les agents « adoptent » la stratégie S; (®; = 1) ou ne 1’adoptent pas (w; = 0,
stratégie Sy), indépendamment de la signification possible de ces stratégies. Les agents sont supposés

maximiser une fonction de surplus V; (coi

P, Ga_i) quasi-linéaire, conditionnellement a des variables
exogeénes ou anticipées. Ce surplus comprend une composante « privée» : (H; — P) et et une

composante « sociale » : S(w;,®_;) .

(L) W (o

P,G)_i)E max {(x)i.Vi ((,Oi P,CO_i):(Hi —P)+S((Di,6)_i)
(uie{O,l}

La composante privée comprend 1’ensemble des déterminants de la décision qui ne dépendent pas

P,o_; )} V; (coi

directement des choix d’autres agents. P représente une variable exogéne commune a tous les agents
que I’on interprétera comme le colt associé a la stratégie S; (; = 1). Par souci de clarté de
I’exposition, nous décomposerons H; en une composante H, commune a tous les agents et en une
composante idiosyncrasique 0; qui représente la diversité des golts entre les agents. La variable
aléatoire O dont la composante idiosyncrasique 0; est le tirage qui caractérise 1’agent i sera supposée
distribuée de maniére indépendante entre les agents suivant la méme loi de probabilité de moyenne

nulle, avec une densité f;(0), avec une fonction de répartition F(0).

(1.2) H;=H+6; avec: lim ) 6;=0 = lim iZHi:H
N—o T N

La composante sociale (ou interactive) résulte de la prise en compte par chaque agent des choix
anticipés (ou observés) d’un certain nombre d’autres agents définis comme le « voisinage » de
I’agent i: soit §; < Iy I’ensemble des voisins de I’agent 1. Dans la mesure ou les voisins de 1 ont
eux méme des voisins, les relations qui lient un agent avec ses voisins peuvent étre vues comme des
¢léments constitutifs d’un «réseau social ». On désigne pard_; = (@, @,..0g, ), avec :k € 9; le
vecteur des choix (anticipés) dans le voisinage de I’agent i. On supposera dans ce qui suit que I’effet
cumulé des choix anticipés dans le voisinage (®_;) est additif et que I’effet marginal de chaque
choix est non négatif. Si I’on désigne par le coefficient ji 1’effet marginal sur la disposition a adopter
de I'influence sociale de I’agent k sur ’agent 1, on a : jj >0, Vk € §;. Durlauf (1997) souligne que
I’on se trouve dans une situation de complementarité strategique au sens de Bulow, Geanakoplos,

Klemperer, 1985 (cf. également Cooper, John, 1988). Formellement, si les variables de choix étaient
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continues et que la fonction S(w,,® ;) était C2, on devrait alors avoir :
(1.3)

La spécification la plus simple de I’effet d’influence sociale est alors :

(1.4)  S(0;,0 j)=w; X jix®k

ke9;

Ou, @y représente le choix anticipé¢ de I’agent k. Dans le cas le plus simple des anticipations
«myopes » le choix anticipé correspond au choix observé dans la derniere période et ’on a:
oy (1) = oy (t-1) . D’autres spécifications pourraient conduire au méme effet marginal. Par exemple,
le modele (négatif et quadratique) de « conformité » de Bernheim (1994) vérifie la condition (1.3) et
conduit donc a des choix équivalents (Durlauf 1997, Phan et al, 2003a). En effet, si I’on opére le

changement de variable : s; = (2.coi —1) ,ona:si =+l quand: ®;=0et:si=—1 quand: ®;=0,0na:

. Ji -~ \2 .. )
(1.5)  S(s;.8 j)=— X2 JITk(Si_Sk) = 2 JikSiSk — 2 Jik
kGSi kE\gi keSi

Les composantes « privées» et «sociales» traduisent respectivement une hétérogenéité
idiosyncrasique, due a la diversité¢ des H; (0;) et une hétérogénéité interactive (ou sociale), due au
choix de I’agent relativement aux choix anticipé€s (ou observés) dans son voisinage dans le réseau
social. La dépendance entre ces deux formes d’hétérogénéité prend alors la forme d’un « champ
aléatoire ». Lorsque les valeurs des 0; sont distribuées initialement au hasard, mais ne changent pas
durant la période considérée, ce champ aléatoire correspond a un désordre « gelé » dans le langage
des physiciens. Lorsque 1’on introduit dans la fonction de surplus des agents un terme stochastique
supplémentaire qui varie durant la période considérée, le désordre est qualifi¢ de « recuit » par les
physiciens. Ce terme stochastique, introduit initialement par Blume (1993) pour cette classe de
modele peut étre interprété comme une « main tremblante » ou comme une modalité particulicre
d’apprentissage (Baron et al., 2004). De nombreux modeles présentés par exemple par Durlauf
(1997) ou Ionnides (1997) reposent sur cette dimension stochastique qui sera introduite en section 4.
Dans ce cas (avec quelques hypothéses complémentaires, comme la symétrie des effets), lorsque le
voisinage reste local, on se trouve en présence d’un champ aléatoire markovien (Kinderman, Snell,
1982) car on peut monter que : P(w; |03k, Vk#1, kely)=P(o; |c)k, Vk#i1,ked).

Dans le cadre plus restreint des choix discrets sans externalités, Anderson et al., (1992) discutent de
ces deux catégories de modeles. Ils relient le cas du désordre gelé a I’approche de Mc Fadden
(1974), ou les préférences des agents sont fixées, mais non observables, seule leur loi étant connue

(situation de «risque » du point de vue de la théorie de la décision). Le cas désordre recuit est
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rattaché aux expériences psychologiques de Thurstone (1927). Les deux rapprochements justifient
pour ces auteurs 1’usage d’une loi logistique, comme on le verra plus loin. On consultera Durlauf,
1999 et Nadal er al. (2003) pour une interprétation en termes de physique statistique de ces

hypothéses et I’analyse des conséquences économiques.

Dans ce qui suit, on suppose que les interactions locales sont symétriques, homogenes et positives
sur un réseau régulier, donc : 3; = 3 et jik =jg > 0, tout k €9 et pur tout pour tout i € Qy, (tous les
parametres d’influence sociale). Si I’on prend un voisin k quelconque (k € 9), dans un voisinage
donné de taille Ny, son influence (sociale) sur 1’agent i sera : j si le voisin a adopté (w; = 1). Cette
influence sera nulle s’il n’a pas adopté¢ (wx = 0). L’influence sociale totale dépend ainsi de la

proportion Mg d’adopteurs anticipée (ou observés) dans le voisinage :

(1.6) ﬁszZ&k/Ng = nsszk/Ns

ked ked

1.2. L’interprétation des choix individuels du point de vue d’un jeu de population.

Comme le surplus de chaque agent dépend des décisions des autres agents (ou des anticipations qu’il
peut en faire), on peut dire que chaque agent se trouve en situation d’interaction non coopérative
avec les autres agents de son voisinage. Il est intéressant de ce point de vue, de réinterpréter le
modele en termes de jeux de population (Blume, 1997). Comme le rappelle opportunément Blume, a
la suite de Weibull (1995), la notion de « stratégie mixte » a recu de la part de Nash deux
interprétations possible, dont une « populationniste » dite « mass-action », qui ne nécessite juste les

agents jouent leur meilleure réponse face au « membre moyen » d’une population de référence :

“It is unnecessary to assume that the participants have full knowledge of the total structure of
the game, or the ability and inclination to go through any complex reasoninh process. But
the participants are supposed to accumulate empirical information on the relative advantage
of the various pure strategies at their disposal” (Nash, 1950, p.21-22 cité par Weibull, 1995
et Blume, 1997).

Les agents ont ici deux stratégies pures a leur disposition notées respectivement S; (o; = 1) et S, (w; = 0).
Sous ces hypothéses, le choix optimal (conditionnellement a ses anticipations) d’un agent
correspond a sa meilleure réponse face a un agent fictif qui jouerait une stratégie mixte ﬁg qui
résume les anticipations de choix dans le voisinage. Lorsque 1’agent joue itérativement le méme jeu
avec tous ses voisins cette régle de décision permet de maximiser son surplus moyen,
conditionnellement & la proportion d’adopteurs anticipée (ou observée) dans son voisinage. On
remarquera que si I’agent jouait itérativement ce jeu avec un de ses voisins tiré au hasard, cette régle

de décision lui permettrait de maximiser son espérance de surplus.
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(1.7)
o*(p.A, )

= € argmax{ooi (hi -p+ j.ﬁ8 )}

; E{O,l}

Ou: h; =H;/Ng, et p=P/Ng. On peut donc €écrire sous forme normale la matrice des gains d’un

agent lors d’une des confrontations bilatérales de ce jeu de population (Figure 1)

Figure 1: matrice des gains de I’agent 1 lors d’une confrontation avec un agent k de son voisinage

So(k): =0 Sik) : ox=1

So(i): @;=0 0 0

Si): wi=1 hi-p hj —p+]

Joueur i en ligne / Joueur k en colonne

Si h; > p la stratégie S; (o; = 1) est strictement dominante, 1’agent considéré adoptera toujours
quelque soit le comportement de ses voisins. St h; <p—j (et donc : h; < p), la stratégie S; est
strictement dominée et donc 1’agent considéré n’adoptera jamais quelque soit le comportement de ses
voisins. Pour : p>h; >p—j, ’agent se trouvera en situation de recherche de coordination, car sa
meilleure réponse dépend des choix de son voisinage. Conformément a Monderer, Shapley, (1996)
on peut présenter le jeu de coordination issu de la figure 1, sous la forme d’un jeu « potentiel », qui
conserve la structure de meilleure réponse. Pour : p >h; > p—j, la figure 2 permet de présenter le jeu
comme un probléme de « pure coordination » (ou les gains diagonaux correspondant a la non

coordination sur la méme stratégie sont nuls).

Figure 2: matrice du jeu potentiel quand :p > h; >p—j

S()(k)l ox=0 Sl(k) ox=1
So(i): @;=0 p-h; 0
Si(i): wi=1 0 hj—p+]

Joueur i en ligne / Joueur k en colonne

Dans le cadre des jeux stochastique, il a ét¢ montré que le seul état stochastiquement stable au sens
de Foster et Young () dans ce jeu de coordination était celui qui maximisait ce jeu de potentiel (Cf.
par exemple : Blume 1997, Young 1998, Baron et al., 2004 et section 4). En restant pour I’instant

dans un cadre déterministe, on peut s’inspirer du critere de «risque dominance » proposé par
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Harsanyi, Selten 1988, pour des jeux conventionnels, afin d’évaluer les propriétés respectives de
deux équilibres de Nash de ce jeu de coordination. Ainsi, la coordination sur la stratégie de non
adoption (w; = 0) est dite individuellement « risque dominante » chez les agents pour lesquels il est

plus colteux (risqué) de dévier unilatéralement de cette stratégie, c'est-a-dire ceux tels que :
(18)  (p—h;)>i/2 e (p-i/2)>h

Pour un taux d’adoption anticipé (ou observé) ﬁs (n3 ) dans son voisinage, un agent qui applique la
régle de décision de « meilleure réponse » adoptera si 1’espérance de gain de S; face a ce taux
d’adoption est supérieure a celle de S,

(19) ﬂ(sl,ﬁ9)>ﬂ(80,ﬁ9) = (hi_p+f)'ﬁ3 >(p_hi)'(1_ﬁ9)
Et donc, conformément a (1.7) si :
(110) hi+j‘ﬁ8 >p

En résumé, on a donc 4 types d’agents :

e Ceux avec : h; > p adopteront toujours, quelque soit le taux d’adoption dans le voisinage. En
effet, S; est une stratégie strictement dominante pour tout mg e[O,l]. S; est donc la
meilleure réponse contre toute combinaison convexe de Sy et S; (pour tous les taux

d’adoption dans le voisinage : 0 < ng <1).

e Ceux avec: p=h;> (p— i/ 2) pour qui la stratégie Pareto dominante est aussi risque
dominante, adopterons pour tout fig >(p—h;)/j>0

o Ceux avec: (p—j/2)=h;>(p—j) pour qui la stratégie Pareto dominante est risque
dominée n’adopterons que si : fig >(p—h;)/j>1/2

e Ceux avec: h;<(p-j)n’adopteront jamais, quelque soit le taux d’adoption dans le
voisinage. En effet, S; est une stratégie strictement dominée pour tout fig €[0,1]. So est donc
la meilleure réponse contre toute combinaison convexe de Sy et Sy (pour tous les taux

d’adoption dans le voisinage : 0 < ng < 1).

En résumé, I’approche par les jeux de populations nous permet de présenter le seuil individuel
d’adoption d’un agent comme le résultat de sa régle de décision de meilleure réponse
conditionnellement a un taux anticipé (ou observé) d’adoption dans son voisinage. Pour une valeur
de p donnée, on peut ranger les agents dans trois catégories, en fonction de leur disposition
idiosyncrasique a adopter (IWA pour Idiosyncratic Willingness to Adopt en anglais). Ceux qui
adopterons indépendamment du choix des autres (h; > p), ceux qui n’adopterons jamais : h; <p—j

et ceux dont le seuil d’adoption dépend du taux d’adoption anticipé (ou observé) dans leur voisinage.
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Cette derniére sous population peut encore étre séparée en deux sous ensemble autour d’un seuil
critique égal a la moiti¢ de I’intensité de 1’influence sociale marginale (j/2). Ce seuil est indépendant
de la distribution des IWA Les agents tels que 0 > h; —p > —j/2 pourront adopter avec des taux g
d’adoption anticipé (ou observé) dans leur voisinage inférieurs a 50% alors que ceux pour lesquels :
—j/2>=h; —p >—j n’adopterons que si ce taux est supérieur a 50%. On peut présenter cette partition
d’une autre maniére également utile en disant qu’il existe pour chaque agent une valeur seuil
pni =h; +j/2 telle que si p est inférieur a ce seuil ’agent adoptera méme si le taux d’adoption
anticipé est inférieur a 50%. En sommant cette valeur sur tous les agents, on obtient un seuil moyen :

pn =h+j/2.Pour p <p,, il y aura donc un biais en faveur de 1’adoption.

1.3. Effet direct et indirect d’une variation exogene de p : premier apercu des phénomenes

d’avalanche

Si ’on se place d’un point de vue dynamique, il est aussi intéressant de distinguer les effets
« directs » et « indirects » d’une variation de la variable exogeéne p en t (par exemple : p(t) < p(t- 1)).
Par effet direct, on qualifiera les changements induits directement par le changement de p,
indépendamment de tout changement dans le voisinage. Un effet indirect, qualifiera un changement
induit, aprés une variation de p, dans les choix du voisinage. Pour illustrer simplement cette
distinction, considérons le cas simple des anticipations myopes : Ng(t+1) =ng(t). Les agents qui
sont concernés par un effet direct sont ceux qui auraient eu un surplus potentiel moyen v; négatif si
les prix n’avaient pas changé (p(t) = p(t—1) = v;(t) =h; —p(t-1)+jng(t-1)<0) et qui ont un
surplus moyen positif en t du fait de la baisse de p, indépendamment de I’effet de cette baisse sur

I’adoption dans le voisinage p(t) <p(t—1) = v;(t) =h; —p(t)+jng(t-1) >0

On qualifiera par opposition « dindirects » (ou induits) les choix qui auront ét¢ motivés par la prise
en compte des choix dans le voisinage, choix eux-mémes attribuables directement ou indirectement
au changement de p. Dans ce cas, ona: v;(t) =h; —p(t) + jng(t-1) <0, mais la variation de I’effet
d’influence sociale due aux réactions en chaine vont conduire en t+d le surplus a devenir positif a la suite
d’une augmentation du taux d’adoption dans son voisinage : ng(t+d)>ng(t-1), = v;(t+d)>0.
Conformément a la terminologie utilisée par les physiciens et reprise par quelques économistes, nous
désignerons par « avalanche » la dynamique transitoire qui résulte de ces réactions en chaine entre
deux équilibres (Bak, 1996 ; Steyer, 199X).

2. De P’individuel au collectif : un premiere approche de la dynamique globale associée a la

régle de meilleure réponse dans le cas du désordre « gelé ».

Quand les choix individuels dépendent de I’influence sociale, deux type de dynamiques peuvent
caractériser les phénoménes d’avalanche, selon que les effets d’influences sont localisés ou non dans

un réseau.
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Dans le cas de I’influence « globale », les agents prennent en compte uniquement le choix moyen,
comme dans les modéles « synergétiques » inspirés de Weidlich et Haag (1982) utilisés en économie
en particulier par Topol (1991) et Orléan (1990, 1998) (cf. également Aoki 1996 et Orléan, 2002,
pour une présentation synthétique). Cette situation conduit a des résultats équivalents a
I’approximation de « champs moyen » utilisé par les physiciens (Weisbusch, 1989). Remarquons
que pour des populations suffisamment grandes, dans la spécification (1), ces interactions “globales”
sont équivalentes au cas de la connectivité compléte du réseau (Ng = N-1). En effet, avec notre
hypothése d’homogénéité : ji = jg, chaque individu tend a étre influencé avec la méme intensité par
le choix moyen des autres. Dans ce cas, I’effet de 1’influence sociale s’exerce « comme si» le
voisinage de chaque agent était composé de tous les autres agents. En conséquence, les dynamiques
qui apparaissent au niveau des comportements agrégés, parmi lesquelles les avalanches, sont
indépendantes de la topologie du réseau social. Dans le cas des influences localisées dans le réseau
social, les interdépendances conduisent a des avalanches localisées dans le réseau en fonction de sa

structure. On peut voir ainsi apparaitre des clusters et des « zones gelées ».

2.1. Seuil individuels d’adoption et dynamique collective : le modéle d’émeute de Granovetter (1998)

On peut rapprocher cette classe de spécifications des modéles a seuil (individuels et collectifs)
utilisés dans les sciences sociales (Granovetter, 1978 ; Schelling, 1978a, 1978b). Dans derniers, les
choix individuels dépendent en effet explicitement de la proportion ou du nombre de personnes qui
ont fait un choix similaire dans 1’environnement de 1’individu. Dans tous ces cas, le choix d’un seul
agent peut conduire a travers une réaction en chaine a des changements significatifs dans I’ensemble

de la population. Dans ce qui suit, nous considererons que les IWA sont fixés.

Dans son article de 1978 (références a la traduction francaise 2000), Granovetter se donne pour
objectif de monter que les comportements collectifs peuvent étre expliqués au moyen « d’un modéle
décrivant comment les préférences individuelles interagissent » (p.116). Il cherche en particulier a
monter comment « la variation des normes et des préférences a I’intérieur du groupe en interaction
est le déterminant principal des situations finales observées » (id.). Il prend comme exemple
I’adhésion d’individus & une émeute, ce qui lui permet de faire un parallele avec les analyses
proposées par Berck (1974) sur ce sujet a I’aide de la théorie des jeux. Il est intéressant de noter que
Granovetter trouvait cette approche « trés intéressante ». Il note méme que la théorie des jeux permet
d’analyser « les actions de multiples individus sous la forme d’un jeu a deux joueurs ou un individu
«joue » contre les autres pris collectivement » (p. 136). Cependant, il pensait aussi que la théorie de
jeux ne pouvait pas étre en mesure de formaliser son probléme, dans la mesure ou il croyait que
celle-ci se restreignait a des « préférences identiques » et a des décisions simultanées (ibid.). Le point
de vue des « jeux de populations » a précisément été introduit dans les années quatre-vingt dix pour

traiter de problémes dynamiques de sélection d’équilibre, dans des situations ou les hypothéses
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habituelles de la théorie des jeux conduisaient a des situations paradoxales (dilemme du prisonnier,
équilibres multiples dans les jeux de coordination...) 1a ou I’observation et/ou 1’expérimentation
(approche « comportementaliste » des jeux — Camerer, 2003) montraient que la coordination se
réalisait bien dans la pratique (cf. également Schelling, 1960 avec sa notion de « saillance »). Dans
I’approche des « jeux de population », I’hypothése de « connaissance commune » est inutile a la
sélection d’un équilibre. En particulier, le joueur a juste besoin d’avoir de I’information sur les

stratégies jouées par les autres joueurs.

Pour revenir au modéle de Granovetter, les agents doivent choisir entre participer a une émeute et ne
pas y participer. Il suppose « que les colts et les bénéfices associés, pour chaque acteur, a I’'un de ces
deux comportements dépend en partie du nombre d’individus ayant déja effectué¢ I’un ou I’autre
choix. Plus spécifiquement, il suppose surtout que « le colt de sa participation diminue lorsque la
taille de I’émeute augmente» (p. 117). Il définit alors le seuil de participation comme « la
proportion d’individus du groupe qui doivent avoir fait ce choix pour qu’il le fasse a son tour »
(p-118. On remarquera que le modele de Granovetter concerne un voisinage « global » et une grande
population. Le taux de participation a I’émeute est définit par : m, = Na/N ou Na est le nombre de
participants  (d’adopteurs) dans la population. Pour N suffisamment grand, on a:
N, =(Na—1)/(N-1).). Le modéle de Granovetter est également dynamique, mais les agents n’ont
pas d’anticipations et observent seulement les émeutiers. Ceci correspond a des anticipations myopes
dans notre formulation, c'est-a-dire : 1, (t) =m,(t—1). On peut finalement définir la stratégie de

meilleure réponse de notre jeu de population qui correspond au modele de Granovetter :

(2.1) o*eargmax {ni (ooi (t)|na1 (t— 1))}

;0,1

Conformément a (1.10), un agent choisira de participer en t si le « bénéfice » h; attendu est supérieur

au cott de la participation, supposé diminuer avec le nombre de participant observé ent — 1:
(2.2)  hi>(p-jma(t-1)

On note que les « agitateurs » qui participeront quoi qu’il arrive (méme si 1, (0) = 0) sont ceux qui
ont un h; > p. de méme un agent qui aurait un h; < (p — j) ne participerait jamais a une émeute. La

formule (2.2) peut alors se réécrire de manicre a faire apparaitre le seuil de participation de 1’agent
i:

—h:
(23)  ma(t-D>n; EM

Pour une valeur donnée de la participation en t — 1, on peut alors définir un agent « marginal » hy(t)

au surplus nul en t et donc indifférent entre participer I’émeute ou ne pas y participer.
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-h
(2.4) ﬂm(t)EwﬂWa(t—l)

En t, tous les individus qui ont un seuil de participation supérieur a nm(t) seront émeutiers. Ce sont
aussi ceux qui ont un h; compris entre la borne supérieure de la distribution h” et I’'TWA marginal
hy(t). 11 est commode pour ce qui suit d’utiliser la variable aléatoires normalisé par la taille du
voisinage (ici de la population) z=60/N. On désignera donc par z; =0; /N =h; —h la composante
idiosyncrasique de I'IWA issue d’un tirage indépendante entre les agents et identiquement distribué
suivant une loi de probabilité de moyenne nulle, de densité f5(z), et de fonction de répartition Fx(z).

Conformément a 1’équation (1.2) nous avons également :

(2.5) h;=h+z avec: lim » 7z =0 = lim %Zhi:h
N

N—ow N N—ow

La nullit¢ du surplus de 1’agent agent « marginal » h,(t) nous permet de récrire la relation (2.4)

inspirée de Granovetter comme :

(2.6) zy (na(t_l)):p_h_j-na(t_l)
Pour une valeur observée de n,(t-1), les agents qui participeront a I’émeute seront ceux qui ont un z;

supérieur a : z,, (na (t— 1)) . Le taux d’émeutier en t sera donc défini par la relation récurrente :

Ma () =P (@; =1n, (t-1)) =P(z; >z, (N, (t-D)))

7 o=

Zm(na (t_l))

dF(z)

La dynamique correspondante peut étre facilement présentée avec une distribution uniforme de z
mais reste valable pour de nombreuses classes de distributions monomodales. Prenons donc une loi

uniforme symétrique centrée sur zéro (Gordon et al., 2005) telle que :

2.8) f(z)= 2i sit —a<z<a et zéro sinon
a

On obtient une relation de récurrence avec contraintes aux limites :

2.9) na(o=G+h2‘apj+j'”;(;‘” 131,50 vt

La proportion initiale d’émeutiers avec 1’hypothése d’anticipations myopes est donnée par la
probabilité d’avoir des agents tels que: z; >p—h, ce qui correspond aux agents qui adoptent

toujours, car : h; > p.
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_; 1, ,h-p
(2.10) na(O)—mf{sup{O,(2+ 2 )},1}

On notera que si: h—p>a, tout le monde adopte ent=10: n, (0) =1. Inversement, si h—p<-a,
la proportion initiale d’adopteurs sera nulle n, (0) =0, pour des anticipations myopes. Dans ce cas,
seul un autre schéma d’anticipation plus « optimiste » pourrait permettre a I’émeute de démarrer sans
« agitateurs ». Il est cependant intéressant d’un point de vue heuristique d’étudier la stabilité du
processus (2.9) avec des initialisations « ad hoc » quelconque dans ce dernier cas (Figure 3-b). Ces
conditions particuliéres aux bornes sont dues aux particularités de la distribution uniforme. On peut
considérer que c’est le prix a payer pour obtenir des résultats analytiques trés simples qui permettent
de comprendre I’essentiel plus rapidement. Mais il s’agit d’un cas dégénéré, comme on le verra plus

loin. Observons maintenant la dynamique séquentielle qui résulte de la relation de récurrence (2.9).

Figure 3 : dynamique séquentielle avec une distribution uniforme des IWA

A 4
n(t+1) | ; ] ¥ | e
e R S YA ! —]
T, S A I : 12 —
2 o A
I ol SN SR A S -
| 5 i . :
| 5 i L :
i i o i
I | | || S _
[ I | ¢
12 n(t)
3-a : stabilité de I’adoption partielle 0 <, <1 3-b : instabilité du point fixe et coexistence deux
avec des adopteurs initiaux (agitateurs) solutions stables ne =0, ne =1 avec:
:a>h—-p>-a h—-p<-—-a, et:j>2a

2.2. Configuration des régimes d’équilibre dans le l'influence globale
Les points fixes du processus (2.9) sont donnés par :

_ a+h-p
(2.11) n =inf {sup{0,n*},1} Ll v

On peut représenter 1’ensemble des régimes correspondants a différentes configuration des points fixes
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stables (des équilibres) dans un diagramme de phases de 1’espace (h—p, j). La figure 4 fait ainsi apparaitre
4 régimes différents. L’équation (2.11) fait apparaitre une valeur critique Js=2a, qui correspond pour les

physiciens a une « transition de phase » entre régime d’adoption (Gordon et al., 2005).

Figure 4 : diagramme de phase des régimes d’équilibre
dans le cas d’une distribution uniforme sur [-a,a]

A
h-p
E ne_ 1 i
0 N
1>n.>0 | §
- (LA —
e~ 0 _n: =1 =4
2 ﬁl% R
jB=2a _]

Source : d’aprés Gordon et al, 2005

Pour j < j, (partie ouest de la Figure 6) le signe de n* dépend uniquement du numérateur. Pour :
h-p<-a, on a n* < 0 et donc n, =0 (région sud-ouest avec les lignes verticales). Pour :
a>h—p>-a, ladoption n’est pas complete s’il existe des individus réfractaires, avec des
h+j—-p<z, ce qui est le cas lorsque h—p<a—j. Le changement de régime suit donc la droite
d’équation: h—p=a—j. Au dessus de cette droite, n* > 1 et donc: m, =1. En dessous, pour:
a—j>h—p>-a, on a un équilibre polymorphique du jeu de population, avec des adopteurs en

proportion : 1>m, >0 et de mani€re complémentaire un pourcentage 1>1-m, >0 de non adopteurs.

Pour j > jg, (partie est de la Figure 4), le dénominateur est négatif, et n* est de signe inverse a celui
du celui du numérateur. Pour h—p <a—j le numérateur est positif, on a donc : n* <0 et n, =0
(triangle avec les lignes verticales qui prolonge le régime de la zone sud ouest). Dans le cas contraire,
n*>1 et donc n, =1 (zone grisée au nord-est, dans le prolongement du méme régime). Dans la zone
trapézoidale a la fois grisée et hachurée par des lignes horizontales, on vérifie simultanément les
conditions : h—p=>a-j, (qui entraine n, =1) et h—p<-a. Dans ce dernier cas, on sait que la
proportion initiale d’adopteurs est nulle n, (0) =0 avec des anticipations myopes, et que le point
fixe de I’équation (2.11) est instable. Deux équilibres stables aux bornes coexistent alors
(e =0, et: ne+ =1). Nous avons vu que dans ce cas, la sélection de 1’équilibre dépendait des

conditions initiales et du schéma d’anticipation (Figure 3-b).

Les résultats que 1’on obtient avec ce modele sont en fait beaucoup plus généraux que ceux que 1’on
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vient de voir dans le cas d’une distribution uniforme. Nadal et al. (2005) ont démontré que
I’existence de cette zone avec coexistence de deux équilibres était une propriété¢ générale du modele
pour une trés large classe de distributions monomodales continues par morceaux. De plus, dans le
cas général, les équilibres stables ne correspondent pas aux cas dégénéré de la distribution uniforme,
mais les deux équilibres sont strictement positifs : 1> n; >1/2>m, >0). La figure 7 ci-dessous
présente les cas d’une distribution logistique (résultats obtenus par calculs numériques) et d’une

distribution triangulaire (résultats analytiques).

Figure 5 : diagrammes de phase des régimes d’équilibre dans le cas d’une pdf logistique et triangulaire

5 uder bhie=lav h, doe red=hich h
h-p '
1
H>Jn-C
/ 0
ST N I // 2—1
Q"',
; ////// i, 2 H<JIn-C
3
b I, 2b
coexistence of 2 solutions
5-a — distribution triangulaire 5-b — distribution logistique

Source : Nadal et al, 2003 (pour la logistique), Gordon et al. 2004 (pour la triangulaire) et Nadal ef al, 2005,

Dans le cas d’une distribution logistique des IWA (Nadal et al. 2003, 2004, Phan et al. 2003, 2004),
comme il n’y a pas de contraintes au bornes, la relation d’équilibre (18) devient :
1 n’

— i —1— = . 2:_
(2.12) ne = [ dF() =1-F(zy) ety T ° Y

Zm
Pour une valeur donnée de p, 1I’équation (19) nous permet de d’identifier le (ou les) point(s)
candidat(s) pour étre un équilibre du taux de pénétration n. comme un (des) point(s) fixe(s) de

I’équation (20).

1
1+exp(B.(p—h—jne))

(2-13) ne =1-F(p-h—-jne)=
On peut ainsi donner une forme analytique a la demande et calculer numériquement la (ou les)
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solution(s) stable de (2.13) dans le cas de I’externalité globale pour p donné. Graphiquement, pour
des valeurs données de j et de h—p. Des équilibres multiples peuvent apparaitre pour de fortes valeurs

de B (faible variance des préférences idiosyncrasiques),

Figure 6 : points fixes du taux de pénétration (équilibres a p donné)

0.E 0.4 [N 3 L] 1 n.i L) 0B 0.8 1

6-a — équation (9) pour § =20 6-b — équation (9) pour B =6

Source : Phan, Gordon, Nadal, (2004)

Sur la figure 6-a, pour 3 = 20, on peut observer une zone a deux équilibres stables (et un point fixe
instable pour ne = 1/2), qui se trouve comprise approximativement entre les courbes du haut et du
bas (correspondant a p = 1,15 et p = 1,35), de part et d’autre de la courbe du milieu, qui correspond a
la valeur de p sans biais (p, = h+j/2 = 1.25). Pour des valeurs de p supérieures a 1,35 ou inférieures a
1,15, il y a un seul point fixe (une seule trajectoire de la courbe de demande). Sur la figure 6-b, pour

=6, 1l y a un seul équilibre, quelles que soient les valeurs de p.

L’existence de deux équilibres stables résulte d’abord d’une dualité des déterminants de la meilleure
réponse des agents. En I’absence d’effet externe, les agents choisissent leur stratégie au regard des
valeurs « non sociales », hj — p ce que les physiciens appellent le « champ externe ». Nous avons vu
que pour les agents pour qui: h; > p, adopter était une stratégie dominante quelque soit le niveau
d’adoption dans leur voisinage. De méme les agents tels que : 0 >h; —p >—j/2 adopterons avec des
taux d’adoption dans leur voisinage toujours inférieur a 50%, et d’autant plus faible que j est fort et
h; peu inférieur a p. Tout cela conduit a un équilibre positif d’adoption inférieur dans les cas ou seuls
les agents avec un IWA suffisamment ¢levé au regard de p et de j. Au contraire, pour les agents qui
ont un faible IWA, en particulier ceux qui n’adoptent que si: ng(t) = (p—hi ) / j=1/2c’est effet
social qui est déterminant, ce que les physiciens appellent le « champ local », c'est-a-dire les variables qui
ne sont pas indépendantes des choix des autres agents dans le voisinage. Avant d’étudier le rapport
entre cette multiplicité de points fixes et la non linéarité des fonctions cumulative de distribution des

IWA, Il convient d’isoler la dualité des causes, indépendamment de la distribution des IWA.

2.2. Transition de phase et I’hystérésis

Alors que la tradition économique (en particulier macroéconomique) désigne par « hystérésis », un

phénomene qui résulte de la rémanence d’une variable dans un modele dynamique, les physiciens
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désigne par hystérésis une situation ou deux équilibres sont possibles pour une méme valeur du
champ externe (les variables indépendantes des choix du voisinage). Cette différence sémantique a
déja fait I’objet d’une discussion systématique en économie (Amable, Henry, Lordon et Topol, 1990,
1992, 1994). Nous retiendrons ici 1’acception des physiciens. Dans notre modéele, le champ externe
moyen (normalisé¢ par la taille du voisinage) est égal a : h; — p. Comme nous avons supposés que les
IWA (h;) étaient « gelés » une fois donnés, la variation du champ externe ne peut résulter que d’une
variation de p. Dans ce qui suit pour se fixer les idées sur un sujet plus économique, nous appellerons
cette variable p le « prix». On laisse ainsi le modele d’émeute de Granovetter pour interpréter
dorénavant le modele (1) comme modele de marché, ou les agents doivent choisir d’acheter ou de ne
pas acheter un certain bien. Mais le méme modele reste bien entendu toujours applicable a de

nombreux choix sociaux hors marché, comme I’a montré 1I’exemple du modele d’émeute.

Partons d’une situation initiale ou aucun agent n’a adopté le produit (®; = 0 pour tout i). Si le champ
externe est uniforme, (hj— p =h — p, pour tout 1), le choix de chaque agent dépend uniquement du
signe de ce champs externe. Dans ce cas, nous pouvons avoir un exemple de ce que les physiciens
appellent une « transition de premier ordre ». Celle-ci survient ici lorsque toute la population adopte
simultanément le produit, quand p devient plus petit que h. Notons p, = h ce seuil d’adoption. II est
important de remarquer que le phénomene inverse ne se produit pas au méme seuil. En effet, quand
tous les agents ont précédemment adopté, la fonction de surplus dépend maintenant a la fois du
champ externe h — p et du champ local, (I’influence sociale) ici €gal a j, puisque tous les agents sont
devenu des consommateurs de ce bien. Le seuil de sortie du marché sera donc maintenant : p;j=h—p +].
Si les prix augmentent au-dela de p;, tous les agents quitteront le marché. Dans ce cas extréme, on
observe donc un intervalle de prix [py ,p;] dans lequel la demande globale reste constante et ne varie
pas avec les prix. La largeur de cet intervalle dépend uniquement du parameétre d’influence sociale j
(Figure 7).

Figure 7 : seuils critiques dans la relation entre I’adoption et le prix, avec des agents identiques.

nA
1
— >
I |
I |
I |
I |
1 Pn=H+12
0 t i * < >
P=H P=H+]J

Source Phan, Pajot, Nadal (2003)

En présence d’hétérogénéité des préférences (dispersion des h;), la demande variera de maniere
moins abrupte, mais une boucle d’hystéresis peut apparaitre. La courbe de demande peut alors

prendre deux trajectoires différentes selon que les prix augmentent ou baissent, comme nous allons
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le voir. Lorsque les prix changent, le nombre de clients évolue par blocs, lesquels peuvent
s’enchainer en formant des avalanches de toutes tailles. Si la dispersion des préférences est
suffisamment forte (la variance o des /; est large comparée a la complémentarité stratégique
provenant de la dépendance sociale, J), il y aura seulement de petites avalanches ; les effets directs
I’emportant sur les effets induits. Si au contraire, les préférences sont trés concentrées, (o” petit
relativement a J), on tendra vers une unique avalanche, de la taille de la population, comme dans le
cas des /; uniformément égaux a h que I’on vient de décrire. Dans les régimes intermédiaires, une

distribution d’avalanches de toutes tailles peut étre observée.

Lorsque les IWA (h;) sont distribuées selon une loi symétrique, il est également possible de donner
un autre sens au seuil j/2. En effet, on peut identifier une valeur théorique de p qui correspond a une
situation moyenne sans biais (symétrique) en faveur de 1'un des deux choix possibles. Dans ce cas,
la disposition a payer est neutre en moyenne : il y a autant d’agents qui adoptent le produit que
d’agents qui ne 1’adoptent pas. Ainsi, si 50% des agents sont clients pour ce produit, la disposition
moyenne a payer sera i + J/2, et le prix sans biais sera : p, = h + J/2. Remarquons que p, se trouve
exactement au milieu de I’intervalle de prix [pn ,pj]. Sil’on part de cette situation de symétrie, avec p
= p» , on peut distinguer les prix qui présentent un biais en faveur des décisions d’achat ( p < p,, donc
en moyenne 2 + J/2 — p > 0), et ceux qui sont en moyenne en défaveur de 1’achat ( p > p, ).
Finalement, en dynamique, une rupture de symétrie peut intervenir pour p = p, lorsqu’une avalanche

conduit I’influence sociale a passer le seuil de J/2.

Les comportements dynamiques de la population d’acheteurs face aux prix ne sont cependant pas
triviaux. L’étude par simulation de la dynamique d’ajustement des acheteurs a une variation des prix,
permet de mettre en évidence les notions de rupture de symétrie et de transition de phase utilisées par
les physiciens, ce qui illustre 1’intérét d une approche multi-agents dans ce cas pourtant simple et trés
proche de la littérature standard. Pour une variation des prix donnée, il est possible d’observer les
variations résultantes de la demande. Commencons par le cas le plus spectaculaire, ou tous les agents
révisent leurs choix simultanément (régime d'activation synchrone) dans le cas d'interactions
globales.
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Figures 8 : Transition de phase brutale du systéme de demande (régime d’ activation synchrone)
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Source : Phan, Pajot, Nadal (2003) ; Paramétres : h= 10, J = 0.5, Logistique avec B = 10 ; seed = 190.

La courbe de lafigure 3-a, représente la relation entre les prix et le niveau de demande pour chague
pas de simulation. Cette courbe comprend donc a la fois les positions d équilibre a prix donné et
I’ ensemble des positions temporaires atteintes a chagque étape des avalanches. La courbe noire (grise)
représente la trgjectoire de la demande “montante” (descendante) suivie lorsque les prix diminuent
(augmentent) par incréments de 107* dans I'intervalle [0.9, 1.6]. On observe une boucle
d hystéresis avec une transition de phase autour du point de symétrie, p, = 1,25. Dans chacune des

deux branches, des avalanches se produisent lors d’une transition de phase dite « du premier ordre ».

Le long de la branche “montante » de I’hystéresis (avec prix décroissants — la courbe noire), une
succession d’adoption en chaine induites les unes par les autres se déclenche pour p = 1.2408 < pp,
conduisant I’ensemble du systéme de demande d’un taux d’adoption de 1’ordre de 30% a un taux de
pres de 87%. La figure 3-b présente la chronologie et la taille de ces effets induits qui viennent se

cumuler dans une gigantesque avalanche.

Le long de la branche “descendante » de I’hystéresis (avec prix croissants — la courbe grise), I’effet
externe entraine une forte résistance du systéme de demande a la décroissance du nombre de clients. Le
seuil de transition de phase se situe ici autour de p = 1.2744 > p,. Pour cette valeur, le taux d’adoption

du produit diminue drastiquement de 73% a12,7%.

L’ampleur des avalanches dans la boucle I’hystérésis augmente avec la connectivité. La figure 4-a
montre une boucle d’hystérésis avec une évolution progressive sans avalanches importantes
(transition de phase du second ordre). La simulation repose sur les méme parameétres, mais le réseau
sous-jacent est périodique de dimension un (un cercle), et chaque agent n’a que 2 voisins. La
dimension des avalanches durant la transition de phase augmente également lorsque la variance de la
distribution des 8; diminue (6 = 7%/(3.p%) quand p augmente), ainsi que I’on a pu le constater dans le
cas extréme de la disposition a payer uniforme pour tous les agents (h; = h pour tout i). Les

avalanches sont d’autant plus importantes a la transition de phase que les préférences des agents,
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sont proches. La figure 4-b montre un ensemble de trajectoires montantes pour différentes valeurs of
B, prises entre 20 et 5. Pour B =5 il n’y a plus d’hystérésis du tout. Sur la figure 4-c, on peut voir un
hystérésis étroit pour un réseau périodique de dimension un (cercle) avec 8 voisins par agentset 3 = 5. Pour
B = 10, le méme réseaul fait gpparditre un hystérésis beaucoup plusample.

Figures 9 : relation prix-demande sous un régime d’activation synchrone ; seed = 190
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Source : Phan,Pajot, Nadal (2003)

Une propriété intéressante des hystérésis dans les modeles d’Ising a champs aléatoire a été établie
par Sethna et al. (1993). Pour des raisons similaires a celles qui conduisent a un hystérésis de la
demande globale, tout changement de direction dans I’évolution des prix conduit a des boucles
internes a 1’hystérésis globale. Ces boucles ont comme propriété de revenir a leur point de départ,
lorsque le prix redevient égal au prix initial. Sur la figure 4-d, le retournement de prix (une hausse)
se situe en un point de la trajectoire montante. Cette augmentation des prix se traduit par une baisse
moins que proportionnelle du nombre de client, a cause de la résistance a la baisse due a I’influence
sociale (courbe grise interne). Lorsque le prix remonte, la courbe grise rejoint le point de départ. Du
point de vue économique, une telle propriété peut avoir plusieurs applications importantes, comme la

possibilité pour le vendeur d’apprendre au voisinage d’une trajectoire.
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3. Choix stochastiques

3.1. Main tremblante

e

Sous I’hypothése de main tremblante logistique (aussi appelée quantal réponse), la probabilité

d’adopter est d’autant plus grande que le surplus non optimisé v; est €levé

@1 vi(fla)=hi —p+jf,
22)  P(w;=1]f, ) =P (& <vi (7)) =

Ou ¢ est une variable aléatoire indépendante et identiquement distribuée sur les agents, qui suit une
loi logistique centrée de parametre 3. Lorsque 1’écart type de la distribution logistique tend vers zéro,
[ tends vers I’infini et I’on retrouve la régle de décision déterministe précédente (équations 7 et 10).
En effet, si le surplus est positif, I’exponentielle tends vers zéro et la probabilité d’adopter tends vers
un; si au contraire, le surplus est négatif, ’exponentielle tends vers 1’infini et la probabilité

d’adopter tends vers zéro.

Plus généralement, la probabilité¢ de choix conditionnelle a I’anticipation d’adoption s’écrit :

_exp(opBvp)

(3.1) P(®i|ﬁa)‘1+exp(B-Vi)

Dans ce cas particulier, comme : ®; € {0,1}, I’espérance d’adoption conditionnelle a I’anticipation

d’adoption est égale a la probabilité conditionnelle d’adoption. (si les modalités du choix avaient
été: sy € { —1,1} , I’espérance conditionnelle d’adoption aurait ét¢ une tangente hyperbolique, cf. par

exemple : Durlauf, 1997)

(32) E[o;|f, |=P(w;=1]A,)

Remarquons que dans le cas ou les agents ont tous la méme IWA (h; =h pour touti) on a :

(3.3) Vi (ﬁa):h_p"‘j-ﬁa ="y (ﬁa) ViEQN
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Ou z,, est la part idiosyncrasique de 'IWA de I’agent marginal au surplus nul (équation 16). La
probabilité (conditionnelle a 1’adoption anticipée) qu’un agent i choisisse d’adopter est maintenant
exactement la méme pour tous les agents. Elle est également égale a la probabilité (conditionnelle a
I’adoption anticipée) qu’un agent tiré au hasard ait un g; supérieur a 'IWA marginal z,, et adopte en

suivant la régle de meilleure réponse dans le cas du désordre gelé (équation 19)

1

G4 (o =1fi) =P (51> 2m () =1

VIEQN

Si les termes stochastiques individuels sont indépendants, la mesure jointe de probabilité sur la
population nous donne la probabilité d’une configuration spécifique du vecteur © = (c)l,..oai,..(nN )
Elle suit une loi de Gibbs ()

P(off)-ITP(o )

59 P(of)=TTrlon) -TIELOL)

A la suite de Mansky (), Brock, Durlauf (2000) considérent la solution du probléme de coordination

sous I’hypothése d’anticipation rationnelle. Dans ce cas, les anticipations d’adoption des agents sont
toutes égales a I’espérance mathématique de 1’adoption et on a un-systeme-de N-d*équation :

My = E((’J|ﬁa)
e

3.3. Distribution invariante du processus stationnaire.

On montre que le processus stochastique de « main tremblante » est ergodique. A partir des
probabilités de transition, il est possible de calculer numériquement la distribution invariante du

processus stationnaire (Annexe Al)

pg(n) =p,(0).CN exp(+B(n.h +jin(n+ 1)/2)) Vn e {1,..N}

(3.8) -l
ps(0) = (1+ZCN exp(+B nh+jm. (n+1)/2))J

Figures 9 : distributions invariantes du processus
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On peut aussi étudier les propriétés analytiques de cette distribution grace a 1’approximation au
dérivées partielle de Fokker-Plank (cf Annexe B, Weidlich et Haag, 1983, Orléan, 2002).

4. Un exemple d’application au marché : monopole avec externalité

Dans cette section, on considére un modele de marché de monopole avec externalité étudié dans
Nadal et al. 2003, 2004). Les agents choisissent itérativement d’acheter ou de ne pas acheter. On
s’intéresse au probléme de détermination des prix d’équilibre de long terme du monopole. On trouve
dans la littérature une solution pour le prix optimal du vendeur dans les deux cas polaires de
I’absence d’externalité¢ et de I’externalit¢ globale, mais la question de la pluralit¢ des équilibres
stables pour un méme prix n’a pas été ¢tudiée systématiquement avant Nadal et al. 2003. De plus,
Nadal et al, 2005 étendent I’analyse a de larges classe de distributions continues ou continues par
morceaux, sans se limiter a la Logistique. Dans Phan et al. (2003b) des jeux de simulations explorent
différentes configurations de réseau régulier périodique en dimension 1 (voisinage 2,4,6,8) et des
configurations intermédiaires entre réseau régulier et réseau aléatoire correspondantes (petits
mondes). Ces résultats montrent que le prix optimal du monopole en régime stationnaire augmente
régulierement avec la connectivité, ce qui souligne la sensibilité des résultats a la topologie du
réseau. mais on se limitera a présenter ici le cas le plus simple, avec une externalité globale (champ
moyen). Apres avoir rappelé brievement les résultats analytiques dans le cas de ’externalité globale,
on discute de la pluralité d’équilibres dans le cas intéressant ou les consommateurs ne souhaitent pas,

en moyenne, acheter le produit (h <0).

4.1. Le prix optimal du monopole en régime stationnaire : Le cas de [’externalité globale.

Le monopoleur est supposé se trouver en situation de risque : il connait le comportement des
consommateurs et la distribution de probabilité des IWA. Il observe son nombre de clients et connait
donc le taux d’adoption dans la population. Par contre, il n’observe pas les IWA de ses clients, mais
seulement leur comportement d’adoption. On considére un désordre gelé, c'est-a-dire que les agents
ont une valeur fixée de z; donnée au début de la période et qui ne change pas apres. On considére que
la distribution est logistique, c’est a dire que le niveau d’adoption d’équilibre est conforme a
I’équation (2.12). Par inversion de cette condition d’équilibre, on peut faire apparaitre une fonction

inverse de demande :

l1-n,
MNe

1
4.1) pd(ne) =h+Jn, +E.ln

La relation (2.12) permet également de définir la demande globale comme une fonction implicite

Ne(p) dont on peut calculer les dérivées par rapporta p :
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DM (p).p) =Ne(pP)+F(p—h-In.(p))=1

4.2) dne(p) _—0®/op _ —f(p—h-jne)
dp  0®/om, 1-f(p-h-jnc).]

Dans le cas de ’externalité globale avec influence sociale additive, 1’équation (10) nous permet
d’exprimer le taux d’adoption comme une fonction implicite des prix. Comme le monopoleur
observe le taux d’adoption et qu’il est supposé tout connaitre du comportement de demande (1) des
consommateurs et la distribution de probabilité des dispositions individuelles a payer, le monopoleur
peut écrire et résoudre le programme qui maximise son espérance de profit (pour simplifier, on
suppose des colits nuls et on normalise la taille de la population a 1, ce qui revient a utiliser les prix

par téte p) :

(4.3) max E[I1(p)] = pnc(p)

En utilisant la dérivation implicite (4.2) la condition de premier ordre s’écrit :

p.f(p—h—J.nC) 3
=MNc
1-1f(p—h-Jn)

(4.4)

En utilisant une propriété commode de la distribution logistique: f(x) = B.F(x).(1-F(x), on peut écrire
I’équation d’un courbe inverse de quasi-offre (le monopoleur, en intégrant la fonction de demande

inverse agit ici en suiveur de stackelberg) :

1
4.5 M) =——-1.
(4.5) P (Mc) Bl N

Les solutions optimales correspondent a I’intersection des courbes inverses de quasi-offre (4.5) et de
demande (4.1) qui nous donnent les points de compatibilité¢ entre I’ensemble agrégé des meilleurs
réponses des demandeurs au prix p et la meilleure réponse du monopoleur, compte tenu de
I’intégration dans sa fonction objectif des caractéristiques de la demande. Dans le cas ou h > 0 on
peut montrer que 1’équilibre de marché qui maximise le profit de monopole est unique. Dans le cas
ou h <0 (peu de consommateurs désirent le bien), ont peut €également montrer qu’il y a dans certains
cas deux maximum locaux (avec des prix €levés ou faibles, cf. Figure 10) séparés par une transition
brutale. Le maximum global dépend de B.j et correspond soit a une situation avec peu d’acheteurs et
des prix élevés, soit a beaucoup d’acheteurs avec un prix faible (Nadal ez al. 2003).
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Figures 10 : transition de phase entre deux régimes de profit d’équilibre pour le monopole

40T ' ' ' J 0. et L]

T T
----- phase transition line (d)

Source : Nadal et al. (2003)

5 - Conclusion

Pour conclure, dans des situations ou les choix individuels sont liés par des phénomenes de
dépendance sociale, les externalités entre ces choix conduisent & des dynamiques complexes au

niveau agrégé, méme dans le cas de réseaux réguliers ou totalement connectés (externalité globale).

Dans le cas ou la coordination des agents concerne un probléme de formation de la demande, la
pluralité possible des équilibres pour un prix donné rendent le probléme du vendeur non trivial,
méme dans le cas risqué ou celui-ci connait tous les paramétres du programme (1.1) et la distribution
initiale des parametres idiosyncrasiques. En effet, les caractéristiques de la demande se traduisent par
une déformation de la distribution des dispositions a payer, due a 1’externalité qui rend le probléme
plus complexe. De plus, dans le cas des populations finies comme dans celui des réseaux a faible
connectivité, la distribution des dispositions a payer, liée aux hasards de la distribution des agents sur
le réseau entraine des effets de taille finie, que ce soit au niveau local (avec apparition de clusters et

de « zones gelées ») ou au niveau global.

Enfin, au-deld du marché, de nombreux problémes d’organisation, comme le management
d’association ou de communauté, qui peuvent se traduire par des problémes de coordination, sont
justiciables de la classe de modele de choix discret que nous avons présenté, ou d’une extension de
ces modeles (choix multiples et / ou imbriqués, effets d’apprentissages, émergence de classes de

comportement etc...)
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Annexe A : régimes d’équilibre d’adoption

A. 1. Distribution uniforme des IWA sur [-a, +a]

On considére une distribution uniforme des IWA sur [-a, +a] avec moyenne nulle.

f1(z)=0 Si: z<-a
(A.1.1) fl(z):L si: —a<z<a
2a
fi(z)=0 Si: asz

Compte tenu de la symétrie par rapport a zéro, la fonction de répartition est telle que : F(0)=1/2.

Figure A-.2.1 : distribution uniforme sur [-2, +2]

0.4 — ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1F
0.8 |
0.3
1
2a ! ‘ e
0.2 - | |
| | 0.4
| |
0.1} ‘ ‘ 0.2 |
| |
| |
-a, L a Of:
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3

La probabilité globale d’adoption est liée par I’équation de point fixe :

(A12) na =P(z >Zm)=2f <1F1(Z)=1—_jal dF,(2)

m

avec: zy,=p—-h-jn, 0<n, <1

Plus spécifiquement, on a :

l [ 1z 1 z
A.l13 Gi(z..)=1-F(z.)=1-—|z|m =—_"1
( ) 1( m) 1( m) 2a[ ]—a 7 4
En remplagant z,, par sa valeur selon (A.1.3), et compte tenu des contraintes sur mn,, avec une
distribution uniforme sur [-a, +a], les équilibres sont donnés par :
_a+h-p

(A.14) MNe =inf{sup{0,n*},1} n* 22—
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On a donc en particulier :

h-p<-a quand Nn*=0
h—-p=—-j/2 quand n*=1/2
h—-p>a—-j quand n*=Il

Pour caractériser les régimes d’équilibres par un « diagramme de phase », nous suivrons une
méthodologie utilisée par les physiciens ' En se servant de la formule (A.1.2), on peut exprimer z,

en fonction du taux d’adoption 1, par inversion de la fonction F; dans (A.1.3):

-1
(A15) =775, = Zm=0 (Mg)=a(l-2m,)

h-p=®d(n,)=(2a-j)n, -a

Les solutions de I’équation de point fixe (A.1.2) correspondent aux solutions des équations (A.1.5),
pour les valeurs de n, comprises entre 0 et 1. Selon la configuration de la courbe représentative de la
fonction : ®(n,), on voit sur le graphique A.1 .2 qu’on a une solution unique avec 0<n, <1, ou
bien la possibilit¢ de plusieurs solutions. La zone a solution unique correspond a la zone ou la
fonction ®(m, ) est monotone croissante. Pour des valeurs de :h —p > j—a, la solution unique est n, = 1,
et ®(n,)diverge vers plus I'infini. Inversement si: h—p<-a, n, = 0 est solution et ®(n,)

diverge vers moins I’infini.

Figure A.1.2 : points fixes dans I’espace des « phases » (h—p, j)
4 — . . . .
\

L h_p

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Le régime des solutions connait un seuil critique en j = jg = 2a, ou la solution de (A.1.4.) en n*

! Gordon (2004) note inédite. Cf. également Gordon et al. (2005) et Gordon, Nadal, Phan (2005) pour une généralisation. Je
remercie M.B. Gordon et J.P. Nadal qui m’ont initi€¢ & cette méthode d’analyse des « diagrammes de phase » utilisés en
physique.
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diverge. Corolairement, la dérivée ®@'(n,)=2.a—j devient nulle pour cette valeur critique. Pour j
supérieur a jp, plusieurs points fixes peuvent apparaitre, comme on le voit sur la figure A.1.2. Pour j = 6,
par exemple, il existe une zone (en grisé sur la figure) ou la droite d’équation h — p coupe 3 fois la
courbe représentative de la fonction @(n, ) . On peut montrer que la solution en : n, = 0.5 est instable
et que les deux solutions concurrentes sont : m," = 1 et ., = 0. Au dela de cette zone, lorsque h — p
devient trop négatif, (h—p<a—j) la seule solution devient n, = 0. Comme n* diverge en:

j=Jp =2.a, ’ensemble des solutions peut étre regroupés selon les régimes suivants :

Ne =0 Si: h-p<-a
pour: j<jg 3iMe=N* Si: —a<h-p<a—j
Ne =1 Si: a—j<h-p
Ne =0 Si: h-p<-a

pour: j>jg 1N =0 et:n, =1 si: a—j<h-p<-a
Ne =1 si: a—j<h-p

Figure A.1.3 : diagramme de phase des régimes d’équilibre
dans le cas d’une distribution uniforme sur [—a,+a]

h_p A
net |
(e EES—— S omomneeeee]
1>n.>0 |
~a =
e =0 = —
2 HH\!\HHHH Tmlg X
jB=2a J

Source : d’aprés Gordon et al, 2005
A.2 Distribution triangulaire des IWA sur [-a, +a|]

On considere une distribution triangulaire des IWA avec moyenne nulle et maximum centrée sur 0
. 1 V4 .
f5(z)=0 Si: z<-a fH(z)=—| 1+— Si: -a<z<0
a a

(A.2.1) |
fz(z):—(l—zj si: 0<z<a £5(z)=0 si: asz
a a
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le"l'lax

La densité de probabilit¢ passe par un maximum (z)=1/apour z = 0. Compte tenu de la

symétrie par rapport a zéro, la fonction de répartition est telle que : F,(0)=1/2.

Figure A-.2.1 : distribution triangulaire sur [-2, +2]
. . 10 "

0.5

0.45 0.8

0.4 0.6

0.35 0.4

0.3 0.2

0.25 Ots . . .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

La probabilité globale d’adoption est liée par 1’équation de point fixe :

Na =P(2>2y) = | dFy(2) =1-Fy(21) = G (7n)

(A.2.2)
Zm
avec: z, =J—h—-jn, 0<n, <1
Plus spécifiquement, on a :
2 Pm 2
Gy (z)=l-L| 2+ 22| =L L, /Zm| G . <0e  —im,<h-p
a 2a 2 a 2.a
-a

(A.2.3)

11 2™ 1 72
Gr (zy)=———|2—— =———|z, = si: z,20& h-p>-j
2+( m) 5 a[ 2.a:|0 5 a{ m 2.3} m 1Y JN,

Les valeurs de points fixes de 1, ne sont plus aussi directement accessibles qu’avec le cas simple de
la distribution uniforme. Pour les étudier, on se sert comme précédemment de la formule (A.2.2),

pour exprimer z,, en fonction du taux d’adoption n, par inversion des fonctions F, dans (A.2.3):

2
na:l—l(zm+;—n;J:> zm:Ggl(na)z—a(l—‘/Z—Zna)si: z,<0,m,20.5

2 a
(A2.4) ;
1 1 z 1 )
na=5—;(zm_2—2J = Zm=G2+(na)=a(1—,/2.na) si: 2, 20,1, <0.5

En effet, parmi les 2 racines des deux équations du second degré en z, seules les solutions retenues

vérifient :
(A.2.5) Gy l()=-a; G3l(0)=a, avec: z, =G5 (0.5=G51(0.5=0
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En remplagant z,,, par sa valeur selon (A.2.2), il vient :

®_(na)Ea(1—\/2—2-na )—j-na st h—p>—jn,;m, 20.5

(A2.6) h-p=Dd(n,) .\ ' ' .
) (na)z—a(l—wu.na)—ma si: h-p<-jn,;mn, <0.5

Les solutions de I’équation de point fixe (A.2.2) correspondent comme précédemment aux solutions
des équations (A.2.6). Selon la configuration de la fonction ®(n,), on aura donc soit une solution
unique, soit la possibilité¢ de plusieurs solutions. Commengons par étudier la configuration de la

fonction d(n, ), par I’étude de ses dérivées

o7 __a ~] avec: lim do* —oet: lim do” Camj

(A.2.7) dna \lz'na Na—0" dna Na—1/2" dna
a0 a j iy 9P . do” _
= —J; avec: lim ——=o0 et: lim ——=a—]

dn,  (2-2m, a1~ A1 a2t dng

La zone a solution unique comprend la zone ou la fonction ®(m, ) est monotone croissante. Comme
®(n,) diverge quand m, tends vers O et vers 1, si h — p > j — a la solution unique est n, = 1.
Inversement h — p < —a, la solution unique est n,= 0. Les équations (A.2.6) nous permettent ainsi
de vérifier que nous avons les mémes solutions qu’avec 1’équation uniforme pour les trois points

remarquables (0, 1/2, 1).

h—-p<-a quand m,=0
(A.2.8) h-p=-j/2 quand n,=1/2
h-p>a-j quand n,=I

Il existe une valeur critique jg au-dela de laquelle plusieurs points fixes peuvent apparaitre. La zone
correspondante commence pour la plus petite valeur de j pour laquelle la fonction ®(n,) admet une
dérivée nulle. En effet, au dela de ce point ®(n, ) n’est plus monotone croissante. Puisque la dérivée
d’une fonction inverse est égale a I’inverse de la dérivée, cette valeur correspond a la valeur de n,
pour laquelle la densité de probabilité f5(z) est maximum, c'est-a-dire a n, = 0.5, puisque 1’on a alors

£5,(0)=1/a=f"*. Donc, pour n, =0.5 on a:

. do” , . dDd” : 1.
lim =a—-Jp = lim -V —a-JB~= max _JBZO
(A.2.9) na—1/2~ dng na—1/2+ dng £
pour: n, =1/2 = jg=a

Sur la figure A.2.2, on voit que pour des valeurs de j supérieures a jg = a, il existe une zone (grisée
entre les deux lignes pointillées sur la figure A.2.2.) ou la droite égale a h-p coupe 3 fois la courbe

représentative de la fonction @(1, ) . On peut monter que la solution en 1, = 0.5 est instable, et qu’il
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y a deux solutions stables : 0 <n, <0.5,et: 0.5< n;r <l1.
Figure A.2.2 : points fixes dans I’espace (h-p, j)
— \

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Pour les valeurs supérieures de j > jg, on peut définir deux fonctions inverses 1 (J) et nf)r (j)qui

correspondent a I’ensemble de valeurs ng pour lesquelles la dérivée dd(n,)/dn, estnulle :

o ~ B 2
Cmax g, _2__j o 0<m, <Mp(j)=——5<1/2
dn /2‘11(—) 2]
(A.2.10) )
dq)min:(): a :j P 121/];21’]6(_]):1——21221/2

dn J2-2ms 2]

(avec: j>jg, limmy =0et: limmng =1)
J—>00 J—>o0

Pour j > jg, I’équation de : h—p < ®d(n) admet 2 solutions dans la zone de 1’espace (h-p, j) comprise

entre les deux courbes @, (Mo (j)) et Dy MG (5)

2
— . a — - .
h-p< @i (M) =ty 0sny smp(s12
— + . . a2 + + .
(A.2.11) h_P>CDmin(nO(J)):a_J_2—j 0,5<np <n, (=1
avec: lim @ (NG () =2 et lim @ (ng())=a-]
]—)OO ]—)OO

Les courbes représentatives de ®F Mo (D) et D in (n(“; (j)) coupent les droites —a et a—j a un méme
point d’abscisse j* > jp (A.2.12 et Figure A.2.3). Pour des valeurs de j > j*, 1’équation :

h—p < ®(n)admet 2 solutions (n, et n; =1) dans la zone ot :—a <h—p < et deux solutions
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(n, =0etn,) dans la zone: a—j>h—p>®d,, . Dans la zone ot I'on a:a—j<h-p<-a, les
deux solutions sont: n, = 0,"r];1r =1 Enfin, pour: h—p<® ;. ,m, =0est solution unique, et pour :
h-p>®

max> Na =1 est solution unique (Figure A.2.3).

max

2 _1
(A2.12) oM —a+j*=®;in+a=2a—j*—%=0 :>j*=a(1i2 2jza.1,707>j]3
J

Figure A.2.3. : Distribution triangulaire, ’espace des phases : h-p, j

N @

-1 f O<n<1 -

B} R I

15/04/05 - Denis.Phan@univ-rennes].fr



35

Annexe B : Main tremblante logistique : distribution invariante de probabilités

B.1 .Probabilités de transition markovienne et bilan des flux ?

On notera par p(n, t) la probabilité de se trouver dans la configuration sociale {N-n, n} a I’instant t ;

p(n, t) vérifie la contrainte de normalisation:

N
(B.1) gop(n,t) =1

Dans la dynamique séquentielle, un agent est tiré au hasard a chaque instant t et recalcule son état.
Les probabilités de transition entre configurations sociales associées au choix de cet agent pour la

configuration sociale n(t) seront notées :

Proba(n —n+1)=w4 (n)=(1-n/N).pg_,;(n)

B2) Proba(n »>n-1)=w (n) = (H/N)-P1—>0 (n)

La probabilité de transition a I’instant t de n a n+1 est égale a la probabilité que I’agent en question
se trouve dans 1’état [0] (avec proba(w; = 0) = 1-n/N) passe dans I’état [1] (avec probabilité :

P, (n)),les deux probabilités étant indépendantes. De méme, la probabilité de transition a 1’instant
%

t de n a n—1 est égale a la probabilit¢ que 1’agent soit dans 1’état [1] (proba(w; = 0) = n/N) et qu’il

passe dans 1’état [0] (avec probabilité : P, 0(n) ). Comme ces deux probabilités de transition de
_)

dépendent que de n(t), il s’agit d’un processus markovien de premier ordre.

De plus, comme les valeurs possibles de n sont bornées par la taille de la population: 0 <n <N, les
probabilités de transition entre configurations sociales doivent vérifier les conditions suivantes aux

limites :

WT(_I) =W¢(O) =0

(B.3)
WT(N) = Wi«(N+1) =0

La configuration sociale ne peut parvenir a I’état n = 0, a partir d’une valeur inférieure a 0, ni
descendre au dessous de 0. Symétriquement, on ne peut parvenir a I’état n = N a partir d’une valeur

supérieure a N, ni prendre une valeur supérieure a N.

Au voisinage de t, on peut faire un bilan détaillé de la variation de la masse de probabilité par unité
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de temps (entre t et t+dt), au moyen d’un bilan des mouvements vers 1’état « n », moins le bilan des

mouvements issus de I’état « n » :

Figure B-1 : bilan des probabilités de flux entre I’état « n » et ses voisins.

{ Etat }p(n+l).w¢(n+l)—>{ Etat } p(n,t).w\L(n)—> { Etat }
{n+1} <—p(n,t).wT(n) {n} <—p(n—1).wT(n—1) {n—l}

Ce bilan des entrées et des sorties permet d’établir 1I’équation maitresse (master equation en anglais,

aussi nommeée équation pilote), présentée ici a 1’aide des flux de probabilités

(B.4) % = A¥4(n,t) +A¥ | (n,1)

Ou: A¥4(n,t)= { p(n—1,t).ws(n—1)—p(n,t).ws(n) } représente le bilan des entrées dans 1’état
[1]et:A¥Y  (n,t) = { p(n+1,t).w  (n+1)—p(n,t).w(n) } le bilan des sorties de I’état [1]
Compte tenu des conditions aux limites sur les probabilités de transition (1.3), les flux « bruts » de

I’équation maitresse (B.4) vérifient eux méme des conditions aux limites :

(B.5) AY | (0,t) =AP4(N,t)=0 ;

1.2. Solutions stationnaires de [’équation pilote

Lorsque le processus est ergodique, il existe une seule distribution stationnaire (asymptotique) de
probabilité, également appelée « distribution invariante de probabilité ». Pour un processus
markovien de premier ordre, on a un comportement asymptotique ergodique lorsque les probabilités

individuelles de transition P, 1(n) et P, O(n) sont positives (aux limites, elles sont nulles, cf.
— -

B.5). Sous ces hypothéses, 1’état stationnaire vérifie les conditions aux limites (B.5) et la condition
de stationnarité (B.6) :

(B.6)

Grace aux conditions aux limites, la condition de stationnarité permet de mettre les probabilités de se
trouver dans une configuration sociale: pg(n,) sous une forme récursive paramétrée par les
probabilités markoviennes de transition entre configurations sociales. En effet, conte tenu de la

condition aux limites (B.5) on a :

B7) A¥G(0)=-A¥g (0)=0 =  w(1)p,(1)=w4(0).p,(0)
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En appliquant (B.6) a n = 1, il vient: pg(0).w4(0)—ps(1).ws(1)=-pg(2).w (2)+p(1).w (1) et
compte tenu de (B.7) : ps(1).w4 (1)=p,(2).w | (2). Pour n quelconque on a la formule récursive :

WT(D—I)

(B.8) Pst (n)= Pst (n—=1D). WL(H)

Cette forme permet d’avoir une meilleure interprétation de la distribution stationnaire. Pour tout état
n appartenant a ’ensemble des configurations sociales possibles, les probabilités invariantes
associées aux états par la distribution stationnaire de probabilité compensent juste les probabilités
markoviennes de transition entre configurations sociales, de telle maniere que les flux entrant dans
un état soient exactement compensés par les flux sortants. Cette relation récursive permet également

d’obtenir une solution exacte de la distribution :

oy iy
(B.9) pst(n)—ps(O).g ra vne{lL.N}

En utilisant la contrainte de normalisation (B.1) on peut exprimer ps(0) en fonction des les

probabilités de transition entre configurations sociales :

. -1
ps(0) :(1+iHMJ

ntic W)

Dans le cas de la « main tremblante », la probabilité de passer d’un état & un autre est indépendante

du choix antérieur donc on a :

p,_,, (W =p(o; =1[z(n))=proba (e; > z(n)) =1-F(z(n))

P, (W =p(e; =0[z(n)) = proba (e; <z(n)) =F(z(n))

Les probabilités de transition entre configurations sociales associées au choix de cet agent pour la

configuration sociale n(t)/N = 1 seront notées :

Proba(n »>n+1)=w4(n)= (l—n).(l— F(Z(n)))
Proba(n - n—1)=w (n)=n.F(z(n))

Si F(.) est logistique on a :
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ps(m)=py(0.CN] |
k=1

(1-F((k-1)/N))

FON) =ps(0).c§f_[lexp(+ﬁ(h+ i(k/N)))

ps(n) =p,(0).CY exp(+B(n.h +jm.(n+ 1)/2)) Vn e {1,..N}

15/04/05 - Denis.Phan@univ-rennes|.fr

38



